K1.

Sievennetiddn lauseke CAS-laskimella.

(x%2 —7x)2(=7x> +9x3 —5x2) + (3x3 —2x?)?
= —7x% +98x% —334x7 —122x° +499x5 — 241x*

a) Muuttujan x korkein eksponentti on 9, joten polynomin asteluku on 9.
b) Toiseksi korkeimman asteen termi on 98x®. Termin kerroin on 98.

¢) Neljdnnen asteen termi on —241x*.

d) Vakiotermi on O.

Vastaus
a)9

b) 98

c) —241x*
d)o



K2.

a) Muodostetaan polynomien summa.

(7x% =3x+ 1)+ (—6x2 +3x —8) Poistetaan sulkeet. Kun sulkeiden
edessd on plusmerkki, termien
etumerkit sdilyvit ennallaan.

=7x2 —3x+1—6x2 +3x—8 Yhdistetiin samanmuotoiset termit.

=x*-7
b) Muodostetaan polynomien erotus.

(7x2 =3x+1)— (—6x% +3x—28) Poistetaan sulkeet. Kun sulkeiden
edessd on miinusmerkki, termien
etumerkit vaihtuvat.

=7x%2 —3x+1+46x2 —3x+8 Yhdistetidn samanmuotoiset termit.
=13x2 —6x+9

Vastaus
a) (7x2 —3x+1)+(—6x>+3x—8) =x>—-7

b) (7x* —3x+1)—(—6x> +3x —8) =13x> —6x+9



Ka3.

a) Muodostetaan polynomien tulo.

(Bx—=7)-(4x—3) Kerrotaan sulkeet auki.

=5x-4x+5x-(=3)+(=7)-4x+(=7)- (=3)

= 20x2 —15x —28x + 21 Yhdistetdan samanmuotoiset
termit.

= 20x% —43x + 21

b) Muodostetaan polynomin nelio.

(Bx+2)?
=Bx+2)3x+2) Kerrotaan sulkeet auki.
=3x-3x+3x-24+2-3x+2-2
=9x2 +6x+6x+4 Yhdistetddn samanmuotoiset
termat.
=9x% +12x+4
Vastaus

a) (5x—7)-(4x —3) = 20x%2 —43x + 21
b) 3x +2)? =9x? +12x + 4



K4.

a)
x2—4x—-5=0 ax? +bx+c=0
[1,2
x= —bEVD" —4ac a=1, b=—-4 jac=-5
2a
_ () E(H? —4-1-(-5)
N 2-1
_ 44436
2
= % Lasketaan ratkaisujen arvot yksitellen.
_4+6_10 g5 i _4-6_-2_
X=-"5—= =5 tal x= —2—1
b)
3x2 —6="Tx ‘—7x Muokataan yhtdlé muotoon, jossa

3x2 —7x—6=0

termit ovat vasemmalla puolella ja
nolla oikealla puolella.

ax? +bx+c¢=0

2
x = —bE~Nb" —dac a=3, b=-7 jac=-6
2a
_ (DT —4-3-(=6)
- 2-3
_ 7£VI121
6
= %11 Lasketaan ratkaisujen arvot yksitellen.
_ 7411 18 _ o _T7-11_-4__2
x=-—F 5 =3 tai x = 6 G 3
Vastaus
a)yx=—1tai x=5
b) x= —2 tai x =3

3



KS.

a)
5x% =2x ‘—2x Muokataan yhtélo muotoon, jossa
termit ovat vasemmalla puolella ja
nolla oikealla puolella.
5x2 —2x=0 Tunnistetaan yhteinen tekija x.
S5xx—=2-x=0 Erotetaan yhteinen tekijéd x.
x-(5x—=2)=0 Kaytetddn tulon nollasddntoa.
x=0 tai 5x—2=0|+2 ) )
Ratkaistaan molemmista
yhtiloistd x.
Sx=2 |5
b)
5x2 =2x—1 ‘—Zx + 1 Muokataan yhtdlé muotoon, jossa

termit ovat vasemmalla puolella ja

nolla oikealla puolella.

5x2 —2x+1=0 ax? +bx+c=0

2
= =btnb —dac a=5 b=-2jac=I
L —(=2)£4(-2)* —4-51

2.5

_244-16
10

Koska +/—16 ei ole médritelty, yhtiloll4 ei ole ratkaisuja

X

Vastaus

a) x=0 tai x=

W (o

b) ei ratkaisuja



Kae.

a) Muodostetaan ja sievennetddn erotusfunktio /.

h(x) = f(x)—g(x) S(x)=3x = 2x, g(x)=2x*+35
= (3x2 —2x) — (2x?* +35)
=3x%2 —2x—2x%-35
=x2—-2x—35

b) Ratkaistaan, milld muuttujan x arvolla funktion / arvo on nolla.

h(x)=0
x2—2x—-35=0 ax? +bx+c=0
2
x:—bi b* —4ac a=1, b=-2 ja c=-35
2a
() £ AJ(=2)? —4-1-(=35)
- 2-1
_ 24144
2
_2 i212 Lasketaan ratkaisujen arvot yksitellen.
_ 2412 14 _ .o 2—12 _ —10 _
x—2—2—7ta1x—2—2—5

Vastaus
a) h(x) = (3x% —2x) — (2x% +35) = x? —2x—35
by x=-5tai x=7



K7.
a)

Piirretddn mallikuva. Merkitddn pelikentdn yhden
sivun pituutta kirjaimella x ja toisen sivun pituutta

V.

Verkkoaitaa kdytetddn 164 metrid. Muodostetaan
yhtilo ja pelikentén sivun pituus y.

2x+2y =164 Ratkaistaan CAS-laskimella.
y=82—x

Muodostetaan funktio A(x).
A(x) = x- (82— x) = 82x — x?

b) Lasketaan pelikentédn pinta-ala, kun sivun pituus x = 25.
A(25) = 82-25—25%2 = 1425 (m?)

¢) Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan pelikentdn sivun pituus x.

A(x) =1600
82x —x%2 =1600 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=232 (m) tai x =150 (m)

Kun sivun pituus on x=32m,
toisen sivun pituus y =82 — 32 =50 (m).

Kun sivun pituus x=50m,
toisen sivun pituus y =82 — 50 =32 (m).

Vastaus

a) A(x) = x-(82—x)=82x —x?

b) 1425 m?

¢) sivujen pituudet ovat 32 m ja 50 m



K8.

(-1, 4)

Maéiritetdén funktion f(x) = 2x? —2x kuvaajalle annetulle vilille
piirretyn sekantin kulmakerroin.

a) Vililla —1 <x <3 funktion keskiméérdinen muutosnopeus on 2.
b) Vililla -2 <x <2 funktion keskimédrdinen muutosnopeus on —2.
Vastaus

a)?2
b) -2
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Mairitetddn tangenttien kulmakeroimet.

a) Kohdassa x =2 viikkoa kasvunopeus on

_ Ay 20-10 _ .
k—AXN 39 =10 (cm/viikko).

Kohdassa x =7 viikkoa kasvunopeus on

_ Ay _110—90 _ 20 __ .
k_AxNill—3 =3 ~ 2,5(cm/viikko) .

b) Kayrille piirretty tangentti ndyttédisi olevan jyrkin kohdassa x =~ 4,7.
Suurin kasvunopeus on siis kohdassa x = 4,7 viikkoa.

_ Ay 100-0 _ 100 i
k—AXN c—3 — 3 ~ 33 (cm/viikko).

Vastaus
a) 2 viikon kuluttua 10 cm/viikko, 7 viikon kuluttua 0,7 cm/viikko

b) kasvu on nopeinta noin 4,7 viikon kuluttua, kasvunopeus silloin noin
33 cm/viikko



K10.

Maédritetddn funktion f(x) = 0,2x> —4x + 7 kuvaajalle annettuihin

kohtiin piirrettyjen tangenttien kulmakertoimet.

4

N

~V
\\ flz) =02 2l gl /
X

(10, -13)

\ 1 k=0

a) kohdassa x =4 funktion hetkellinen muutosnopeus on —2,4.

b) kohdassa x =10 funktion hetkellinen muutosnopeus on O.

Vastaus
a)—24
b) 0



K11.

a) Funktion f(x)= —%xz + 4x derivaatta kohdassa 5 on funktion

kuvaajalle kohtaan x =5 piirretyn tangentin kulmakerroin.

Piirretddn funktion f kuvaaja ja merkitddn kuvaajalle piste
kohtaan x=5.

Piirretddn kuvaajalle tangentti kohtaan x = 5.
Maiidritetdén tangentin kulmakerroin.

y

20

(5, 15)
15 a

10

Tangentin kulmakertoimeksi saadaan 2. Siten f'(5) = 2.

b) Funktion derivaatta f'(20) on funktion kuvaajalle kohtaan x =20
piirretyn tangentin kulmakerroin.

Merkitdan funktion f kuvaajalle piste kohtaan x = 20.
Piirretddn kuvaajalle tangentti kohtaan x = 20.

Maéiritetddn tangentin kulmakerroin.



20

15

10

(20, 0)

k, = -4

Tangentin kulmakertoimeksi saadaan —4. Siten f'(20) = —4.

Vastaus
a) 2
b) —4



K12.

a) Funktion f(x)= —0,25x2 +8x —45 keskiméiriisen

muutosnopeuden ilmaisee kuvaajan pisteiden kautta piirretyn sekantin
kulmakerroin.

Piirretdédn funktion kuvaaja ja merkitdén kuvaajalle pisteet kohtiin
x =18 ja x=22. Piirretddn pisteiden kautta kulkeva sekantti ja
méidritetddn sekantin kulmakerroin.

12 14 16 18 20 22 24

Sekantin kulmakertoimeksi saadaan —2. Ladmpétilan keskiméaérdinen
muutosnopeus on —2 °C/h (eli 1ampdétila alenee keskimidrin 2 astetta
tunnissa).

b) Hetkellisen muutosnopeuden klo 15.00 ilmaisee derivaatta kohdassa
x = 15. Merkitéén kuvaajalle piste kohtaan x = 15, piirretién pisteeseen
kuvaajan tangentti ja médritetddn tangentin kulmakerroin.



12 14 16 18 20 22 24

Tangentin kulmakertoimeksi saadaan 0,5. Siten lampétilan hetkellinen
muutosnopeus klo 15.00 on 0,5 °C/h.

Vastaus
a) —2°C/h
b) 0,5 °C/h



K13.

a) Yhtdléon f(x)=0 ratkaisuna ovat funktion f nollakohdat.

\ Y /

T, i
L~
I~

Y <

-

N
/
[

Nollakohtia ovat x=—1,x=3 ja x=7.
Yhtdlon f(x) =0 ratkaisuon x=-1,x=3 tai x=7.

w N
i
N

b) Yhtdlén f’(x) =0 ratkaisuna ovat funktion f derivaatan nollakohdat
eli ne kohdat, joihin piirretty tangentti on vaakasuora.

\ Y /

T, i
L~
I~

Y <

-

N
/
[

Derivaatan nollakohdat ovat x =1 ja x=5.
Yhtdlén f'(x) =0 ratkaisuon x=1 tai x=>5.

w N

¢) Epidyhtdlon f/(x) <0 ratkaisuna ovat ne x:n arvot, joilla funktio f on
vihenevd, eli ne kohdat, joihin piirretty tangentti on vaakasuora tai
laskeva.



Epidyhtilon f/(x) <0 ratkaisuon 1<x<35.

d) Epdyhtdlon f(x) > 0 ratkaisuna ovat ne x:n arvot, joilla funktio f saa
epénegatiivisen arvon.

Epéyhtdlon f(x) >0 ratkaisuon —1 <x<3 tai x>7.

Vastaus
a)x=-1,x=3 tai x=7
b)x=1 tai x=5
¢)1<x<5
d)-1<x<3 tai x>7



32, 1.5
f(x)—8x +2x+9
B fl0) =3 Zxt Lo
S 2
4
_3. .1
=353

) 3 b
b) f/(-2)= 3 (-2)+ 5
2

1
2



K15.

f(x)=3x>—-5x-2

a) Madritetadn funktion f nollakohdat.

3x2 -5x—2=0

(=5 E(—5)2—43:(=2) 5449 547
X = ey —

2.3 6 6
547 _ 12 _ Lo 5-7_—2_ 1
x776 =% 2 tal x % 6 3

b) Miiritetddn derivaattafunktio.

fl(x)=3-2x—-5-1-0=6x—5

Madritetddn derivaattafunktion nollakohdat.

6x—5=0  [+5
6x

=5 ‘:6

Vastaus

a) x:—% ja x=2

b) x =

[oN[¥)



K16.

Hahmotellaan tilannetta piirtdiméalld kuva geometriaohjelmalla.

Lasketaan funktion kuvaajan pisteen y-koordinaatti kohdassa x =2.

f(x)=—-x*+x+3
f(Q)=-22+2+3=1

Tangentti kulkee pisteen (2, 1) kautta.

Madritetddn funktion f derivaatta kohdassa x = 2.

fl(x)=-2x+1
f'2)=-2-2+1=-3

Tangentin kulmakerroin on -3.

Muodostetaan tangentin yht&lo.



y—1=-3(x-2)

y—1=-3x+6
y=-3x+7
Vastaus

y==3x+7



K17.

Tama ratkaisu on tehty GeoGebralla. Paraabelin huippu on mééritetty
Adriarvot-toiminnolla.

a) Funktion kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

b) Paraabelin huippu on pisteessd (—3; 0,5).

¢) Funktion pienin arvo on 0,5.
Funktiolla ei ole suurinta arvoa.



K18.

a) Paraabeli y = x?2 —x+5 onfunktion f(x)=x?>—x+5 kuvaaja.
Paraabelin huipun x-koordinaatti on derivaattafunktion f’ nollakohta.
f(x)=2x—-1

2x—1=0  |+1
2x =1 -2
x=0,5

Paraabelin huipun y-koordinaatti on funktion f arvo kohdassa
x=0,5.

£(0,5)=10,5> -0,54+5=4,75
Huippu on pisteessd (0,5; 4,75).
Paraabeli aukeaa ylospéin.
b) Paraabeli y = —3x2 +12x—1 on funktion f(x)= —3x2+12x—1
kuvaaja.

Paraabelin huipun x-koordinaatti on derivaattafunktion f’ nollakohta.

Flx)=—-32x+12:1-0=—6x+12

—6x+12=0  |-12
—6x=—12  [:(—6)
x=2

Paraabelin huipun y-koordinaatti on funktion f arvo kohdassa x =2



f(2)=-3-22+12.2-1=11

Huippu on pisteessd (2, 11).
Paraabeli aukeaa alaspdin.

Vastaus
a) huippu (0,5; 4,75), aukeaa ylospiin
b) huippu (2, 11), aukeaa alaspéin



K19.

a) Funktion f(x)=2x? —4x kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli.
Funktiolla ei ole suurinta arvoa.
Funktion pienin arvo on paraabelin huipun y-koordinaatti.

Paraabelin huipun x-koordinaatti on derivaattafunktion f’ nollakohta.

fl(x)=2-2x—4-1=4x—4

4x—4=0 |[+4
4x =4 -4

x=1
Paraabelin huipun y-koordinaatti on funktion f* arvo kohdassa x =1
fH)=21>-4=-2
Huippu on pisteessd (1, —2).
Funktion pienin arvo on —2.
b) Funktion g(x)= —x2 —8x+9 kuvaaja on alaspiin aukeava
paraabeli.
Funktiolla ei ole pienintd arvoa.

Funktion suurin arvo on paraabelin huipun y-koordinaatti.

Paraabelin huipun x-koordinaatti on derivaattafunktion g’ nollakohta.

g'(x)=—2x—8-1+0=—-2x-38

—2x—8=0 [+8
—2x=8  [(-2)
x=—-4



Paraabelin huipun y-koordinaatti on funktion g arvo kohdassa
x=-4

g(—4) = —(—4)> -8-(-4)+9=25
Huippu on pisteessid (—4, 25).
Funktion suurin arvo on 25.

Vastaus

a) pienin arvo —2, ei suurinta arvoa
b) suurin arvo 25, ei pienintéd arvoa



K20.

Hahmotellaan tilannetta piirtdiméalld kuva geometriaohjelmalla.

(0.8, 1.28)

y = -2x% + 3.2x

(1.6, 0)

Paraabeli y = 3,2x —2x% on funktion f(x)=3,2x —2x> kuvaaja.
Mairitetddn funktion f nollakohdat.

3,2x—2x2 =0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=0 tan x=1,6

Paraabelin huipun x-koordinaatti on derivaattafunktion f’
nollakohta.

f(x) =3,2x —4x Derivoidaan CAS-laskimella.
32x—4x =0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=0,8

Paraabelin huipun y-koordinaatti on funktion f arvo



kohdassa x =0,8.
£(0,8)=3,2-0,8-2-0,82 ~ 1,28
Huippu on pisteessd (0,8; 1,28).

Teltan leveys on 1,60 m ja korkeus 1,28 m.

Vastaus
leveys 1,60 m, korkeus 1,28 m



K21.

Merkitdan ylostulevan poikkituen pituutta metreind kirjaimella x
ja pystytuen kirjaimella y.

Teréskiskoa on kaytettdvissd 18 m. Ratkaistaan muuttujan y lauseke.

3x+2y=18 Ratkaistaan CAS-laskimella.
y=9—-15x

Muodostetaan funktio, joka ilmaisee aukon pinta-alan.

A(x) = xy
=x(9—-1,5x) Sievennetdin CAS-laskimella.
= 9x —1,5x2

Poikki- ja pystytuen pituuden on oltava epinegatiivinen. Paitelldén timan
perusteella funktion 4 maédérittelyehto.

x>0 ja y=0
9—-1,5x>0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x<6

On siis médritettdva funktion 4 suurin arvo vilillda 0 <x <6.
Mairitelldéin laskimeen funktio A4(x) = 9x —1,5x2.

Madritetddn laskimen Max-komennolla valilta Max(A,0,6)
0 < x <6 kohta, jossa funktion 4 arvo on suurin. fMax(A(x),x,0,6)

Laskin antaa kohdaksi x = 3. Lasketaan muuttuja y.
y=9-15x=9-1,5-3=4,5

Aukon leveys on 3,0 metrié ja korkeus 4,5 metrii.
Vastaus
korkeus 4,5 m, leveys 3,0 m



K22.

Valitaan muuttujaksi x mokkien lukumadran muutos. Kootaan tiedot
taulukkoon.

Mokkien Viikko- Viikon

lukumaiari (kpl) | vuokra (€) | vuokratulot (€)
Alussa 30 420 30 - 420
Muutoksen | 30 +x 420-10x | (304 x)(420 —10x)
jilkeen

Muodostetaan funktio, joka ilmaisee viikon vuokratulot euroina.

JS(x) =30+ x)(420 —10x) Sievennetddn CAS-laskimella.
= —10x? 4+120x +12 600

Mokkien lukumaiérén ja viikkovuokran on oltava epinegatiivisia.
Pédtelldan tdmin perusteella funktion f* maédrittelyehto.

30+x>0 ja 420—10x>0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x>-30 x <42

On siis médritettdva funktion f suurin arvo vélilldi —30 < x < 42.

Miéiritelldin laskimeen funktio f(x) = —10x% 4 120x + 12 600.

Mairitetddn laskimen Max-komennolla valilta Max(f,-30,42)
—30 < x <42 kohta, jossa funktion f arvo on suurin. fMax(f(x),x,—30,42)

Laskin antaa kohdaksi x = 6.

Funktion f suurin arvo on f(6) =12 960.

Mokkien lukumairan tulee olla 30 + 6 = 36.
Viikon vuokratulot ovat 12 960 €.

Vastaus
36 mokkid, vuokratulot 12 960 euroa



K23.

padkatu

i

on

Yy sivukatu
y— 10

Merkitddn padkadun suuntaisen sivun pituutta metreind kirjaimella x
ja sivukadun suuntaisen kirjaimella y.

Tontin ymparysmitta on 150 m. Ratkaistaan muuttujan y lauseke.

2x+2y =150 Ratkaistaan CAS-laskimella.
y=75—x

Muodostetaan funktio, joka ilmaisee rakentamiskelpoisen alueen pinta-
alan.

A(x) = (x—=5)(y—10) y=75—x
=(x—-5)(75—x—10) Sievennetddn CAS-laskimella.
= —x? +70x —325

Sivujen pituuksien on oltava epanegatiivinen. Pédtelldén timén perusteella
funktion 4 maédrittelyehto.

x—=5>0 ja y—10>0 y=T75—x
x>5 75—x—-10>0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x <65

On siis médritettdva funktion 4 suurin arvo vélilld 5 < x <65.

Miiritelldén laskimeen funktio A(x) = —x? + 70x — 325.



Mairitetddn laskimen Max-komennolla valilta Max(A,5,140)
5 <x <65 kohta, jossa funktion 4 arvo on fMax(A(x),x,5,140)
suurin.

Laskin antaa kohdaksi x = 35. Lasketaan muuttuja y.

y=75—x=75-35=40

Péddkadun suuntaisen sivun pituus on 35 m
ja sivukadun suuntaisen 40 m.

Vastaus
Péadkadun suuntaisen sivun pituus 35 m, sivukadun suuntaisen 40 m



K24.

Sievennetddn funktion f lauseke.

f(x)=(ax+D(ax—1) Sievennetdén CAS-laskimella.

a) Madritetddn derivaattafunktio.

f(x)=a*x*—1 Derivoidaan CAS-laskimella.
f(x) = 2a*x

Ratkaistaan vakion a arvo.

f'(2)=4 Ratkaistaan CAS-laskimella.
2a-2=4
a=-—1 tai a=1

b) Tangentti piirretddn funktion kuvaajalle kohtaan 1.
Kuvaajan pisteen x-koordinaatti on siis 1. Lasketaan y-koordinaatti.

fMH=a?-12-1=a%> -1

Tangentti piirretiin kuvaajan pisteeseen (1, a® —1).
Tangentin kulmakerroin on  f/(1) = 242 -1 = 242.
Muodostetaan tangentin yhtalo.

y—(a®>-1)=2a*-(x—1) Ratkaistaan muuttuja y
y=2a*x—a* -1 CAS-laskimella.



Tangentti leikkaa y-akselin pisteessd (0, —5).

—5=2a%2-0—a%*—-1

a=-2 tai a=2

Vastaus
a) a=—1 tai a=1
b) a=-2 tai a=2

Ratkaistaan CAS-laskimella.



a) 5x—-4<0 ‘4—4 Siirretddn termi.

5x<4 |15 (>0) .
Kun jaetaan positiivisella luvulla,

epayhtidlomerkin suunta séilyy.

4
<
=5
b) —3x—-7<0 |47 Siirretin termi.
—3x <7 - (=3) (<0) . o
Kun jaetaan negatiivisella luvulla,
epayhtidlomerkin suunta kdéntyy.
7
x> 3
Vastaus
4
< =z
a) x < 5
by x>/

3



K26.

a) Tulee selvittdd, milld muuttujan x arvoilla funktion
f(x) = x> —x—30 arvo on positiivinen. Tutkitaan funktion f
merkkia.

Polynomifunktio voi vaihtaa merkkidan vain nollakohdissa. Ratkaistaan
funktion f nollakohdat.

x2—x—-30=0 ax? +bx+c=0

_—b+% \b? —4ac
2a

DD —41:(=30)
o 2-1
_1£yial
2
_1 :|:211 Lasketaan ratkaisujen arvot yksitellen.
_ 112 _ o 111 =10 _
Xx=-5 - =5=6tix="F-=—==-5

Paitelladn funktion merkit testaamalla.

Funktion f merkki voi vaihtua vain 6 0 7
nollakohdissa —5 ja 6. Nollakohdat —e oo oo B
jakavat lukusuoran kolmeen osaan. -5 6

Lasketaan kultakin osavaliltd yksi
funktion f arvo.

f(=6)=(—6)2 —(—6)—30=12>0 +
f(0)=02-0-30=-30<0 —
f(NH=7>-7-30=12>0 +

Laaditaan funktion f" merkkikaavio.
-5 6

f(x)=x*-x-30 + : +



Funktion f(x)= x> —x—30 arvo on positiivinen, kun
x<-5 tai x> 6.

Epéyhtild x> —x—30>0 toteutuu, kun x <-5 tai x>6

Huomaa, etté voit ratkaista epdyhtdlon myodskin pééttelemélld funktion
merkit kuvaajan avulla.

b) Tulee selvittdd, milld muuttujan x arvoilla funktion
f(x) =—x% + x+2 arvo on positiivinen tai nolla. Tutkitaan funktion

f merkkia.

Polynomifunktio voi vaihtaa merkkiddn vain nollakohdissa. Ratkaistaan
funktion f nollakohdat.

—x24x+2=0 ax? +bx+c=0

2
:—bi"é’a_“ac a=-1, b=1ja c=2

X
=112 =4 (=12
B 2-(=D
_—14£49
-2
= _1_§ 3 Lasketaan ratkaisujen arvot yksitellen.
=143 _ 2 _ .. —1-3_ -4 _
XY=y T 57 l tar x = ) __2_2

Paatellddn funktion merkit testaamalla.

Funktion f merkki voi vaihtua vain 2 0 3
nollakohdissa —1 ja 2. Nollakohdat — e ¥
jakavat lukusuoran kolmeen osaan. i
Lasketaan kultakin osavililtd yksi
funktion f arvo.



f(=2)=—(-2)>+(-2)+2=-4<0 -
f(0)=02+0+2=2>0 -
f3)=-3243+2=-4<0 -

Laaditaan funktion f merkkikaavio.

-1 2
f()=—x*+x+2 — | + | -

Funktion f(x)= —x? + x+2 arvo on positiivinen tai nolla, kun
-1<x<2.

Epdyhtdld —x? 4+ x+2>0 toteutuu, kun —1 <x<2.
Huomaa, ettd voit ratkaista epayhtdlon myoskin pééttelemélld funktion
merkit kuvaajan avulla.
Vastaus

a)x<-5 tai x>6
b)-1<x<2
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Maédritetddn funktion f(x) = —x? + 5x +16 derivaattafunktio.
f'(x)=—2x+5

Muodostetaan ja ratkaistaan epayhtalo.

—2x+5>0|-5
—2x> =5 (-2)(<0)
S
x < 3
Funktion f(x)=—x2+5x+16 derivaatta on positiivinen, kun x < S
Vastaus
5

X<§
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Maédritetddn funktion g(x) = 2x3 —x? —4x 47 derivaattafunktio.
g (x)=2-3x> —2x—4=06x> —2x—4

Ratkaistaan funktion g’ nollakohdat.
6x2 —2x—4=0 ax? +bx+c=0

_ —b=£ \b* —4ac
2a
(D) E(-2)2 —4:6-(—4)

2-6
_ 244100
12

_ 2410
12

XZM—Q—I tai x:72_10:;8: 2

12 12 12 12 3

X

a=6 b=-2jac=-4

Funktion g’ merkki voi vaihtua vain ; 0

nollakohdissa —% ja 1. 2
3

Nollakohdat jakavat lukusuoran

kolmeen osaan.

Lasketaan kultakin osavaliltd yksi

funktion g’ arvo.
g=D=6-(-1)>-2-(-1)-4=3>0 -
g0)=6-0>2-2.0-4=-4<0 —
g'(2)=6-22-2.2-4=16>0 +

Laaditaan funktion g’ merkkikaavio.



=2/3 1
+ | = |+

g'(x)=6x>-2x-4

Funktion g’ arvo on positiivinen, kun x < —% tai x > 1.

Funktion g(x)=2x> —x? —4x+7 derivaatta on positiivinen, kun

x<—% tai x > 1.

Vastaus

x<—% tai x > 1
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7 71 Alkuperdinen eksponentti siirtyy kertoimeksi.
a) Dx' =7-x .
Eksponentti pienenee yhdella.

= 7x%
b) D(15x%)=15-4x%"! Kerroin 15 siilyy ennallaan.
= 60x°
¢) DQ2x° —3x* +7x-9) Derivoidaan termeittdin.

=2.5x*—3.4x34+7-0
=10x* —12x3 +7

Vastaus
a) 7x° b) 60x3 ¢) 10x* —12x3 +7
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a) Madritetddn derivaattafunktio.

f'(x) =D2x* —3x% 4+ x)
=2-4x3 —3-2x 41
=8x3 —6x+1

Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa 2.

f'(2)=8-22-6-2+1=53

b) Mairitetddn derivaattafunktio.

/() =D x* =5 —143)

=340 5322 -0
2
= 6x3 —15x2

Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa 2.
f'(2)=6-2>-15-22 =12
Vastaus

a) /(2)=53
b) f'(2)=-12
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a) Kuvaajalle kohtaan x =2 piirretyn tangentin kulmakerroin on funktion
f derivaatta kohdassa 2. Derivoidaan funktio ja lasketaan kulmakerroin.

fl(x)=4x>—2-3x2 —1=4x> —6x> -1
f'(2)=4-2>-6-22-1=7

Tangentin kulmakerroin on 7.

b) Madritetddn kuvaajan piste, johon tangentti piirretdan.
Kun x=2,niin y = f(2) =24 —-2.23 -2 =-2.

Tangentti piirretdén kuvaajan pisteeseen (2,—2) ja sen kulmakerroin
on 7. Maidritetddn tangentin yhtalo.

y=(=2)=7(x-2) Y=Yy =k(x—xp)
y+2=7x-14 -2
y=Tx—-16
Vastaus

a)7 b)y=Tx-16
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a) Funktion kulku paatellddn derivaattafunktion merkeistd. Méadritetddn
funktion f(x) = —x> + 4x% —4x +5000 derivaattafunktio.

fl(x)=-3x2+4-2x—4+0
=-3x248x—4

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

—3x2+8x—4=0 a=-3,b=8, c=—4
_ —8+ /82 —4.(=3)-(-4) 844

2-(=3) —6
_—8+4_ -4_2 .. _—8-4_ 12 _
x= 6 — 63 tai x s —6 2

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktion f’ merkki voi

vaihtua vain nollakohdissa % ja 2. Péitelldédn derivaattafunktion

merkit testaamalla.

f'(x)=—-3x>+8x—4

f1(0)=-3-02+8-0-4=-4<0 —
ffH=-31+81-4=1>0 +
f'3)=-3-32+83-4=-7<0 —

2
+ | =
7 N

2
3
o=
foc

Funktio f on aidosti kasvava, kun % <x<2.



Funktio f on aidosti vihenevi, kun x < % jakun x>2,

b) Muuttujan arvot 2,000 003 ja 2,000 004 ovat molemmat kohdan 2
oikealla puolella. Koska funktio f on sielld aidosti vdhenevé, funktion
arvo f(2,000 004) on suurempi.

Vastaus

a) aidosti kasvava, kun = <x <2,

W[

aidosti vidhenevd, kun x < % jakun x> 2.

b) £(2,000 003)
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Funktion kulku padtelladn derivaattafunktion merkeistd. Maaritetaan
funktion f(x) =2x3 —3x% 41 derivaattafunktio.

fl(x)=2-3x>=3-2x+0

= 6x2 —6x

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

6x2 —6x=0 Erotetaan yhteinen tekija x.
x(6x—6)=0 Kaytetadn tulon nollasaintoa.
x=0 tai 6x—6=0 |[+6
6x=6 |6
x=1

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktion f’ merkki voi

vaihtua vain nollakohdissa 0 ja 1. Péatelldén derivaattafunktion merkit
testaamalla.

f(x) = 6x% — 6x
(=) =12>0 +
70,5 =-1,5<0 —
fl(2)=12>0 +
0 1
N
A RV S
max min

Funktiolla f on maksimikohta x =0 ja minimikohta x =1.
Vastaus
maksimikohta x =0, minimikohta x =1.
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a) Funktion kulku paatellddn derivaattafunktion merkeistd. Méadritetddn
derivaattafunktio.

f(x)= %x3 +3x%2 4+5x—2  Derivoidaan CAS-laskimella.
flx)=x%>+6x+5
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

x24+6x+5=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=-5 tai x=-1
Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktion f’ merkki voi

vaihtua vain nollakohdissa —5 ja —1. Péételldén derivaattafunktion
merkit testaamalla.

fl(x)=x>+6x+5

£l(—6)=5>0 +
fl(=3)=-4<0 -
£10)=5>0 +
-5 ~1
o+ 0 =+
A R VN
max min

Funktio f on kasvava vililld x <-5 ja valilld x>-1.
Funktio f on véheneva vililld -5 <x <-1.



b) Funktion f maksimiarvo on f(—5)= % .

Funktion f minimiarvoon f(—1)= —%.
Vastaus
a) kasvava vililld x <-5 javililld x>—1; vdheneva vililld -5 <x <-1
b) maksimiarvo f(—5) = % , minimiarvo f(—1)= —%



K35

Polynomifunktio f(x) = x> —6x? +9x —1 saa suljetulla vlilld

suurimman ja pienimmén arvonsa vélin péétepisteessé tai vilille
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa.

Madritetadn derivaattafunktio.

fl(x)=3x>—6-2x+9—0
=3x2—12x+9

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

3x2—12x+9=0 -3

x2—4x+3=0 a=1,b=-4,¢c=3
(A EJHT 413 449

= 21 2

x:%:3 tai x:452:1

a) Tutkitaan funktiota valilld 0 <x <2.
Derivaattafunktion nollakohdista vain x =1 kuuluu vélille,

Lasketaan funktion f arvo vilin paétepisteissa ja vélille kuuluvassa
derivaattafunktion nollakohdassa.

f(x)=x3—6x2 +9x—1

f(0)y=-1 pienin
f@)=1
fH=3 suurin

Vililld 0 <x <2 funktion f suurin arvo on 3 ja pienin arvo —I.
b) Tutkitaan funktiota valilld 2 <x <4,
Derivaattafunktion nollakohdista vain x =3 kuuluu vilille,

Lasketaan funktion f arvo vilin paétepisteissa ja vilille kuuluvassa



derivaattafunktion nollakohdassa.

f(x)=x3—6x% +9x—1

f2)=1
f4)=3 suurin
f3)=-1 pienin

Vililld 2 <x <4 funktion f suurin arvo on 3 ja pienin arvo —1.

Vastaus
a) suurin arvo 3, pienin arvo —1
b) suurin arvo 3, pienin arvo —1
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a) Polynomifunktio f(x) = x> —6x> —15x+ 2 saa suljetulla vililli [2,

6] suurimman ja pienimmén arvonsa vélin padtepisteessd tai valille
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa

Madritetadn derivaattafunktio.

f(x)=x3—6x2—15x+2 Derivoidaan CAS-laskimella.
f(x) =3x* —12x—15

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

3x2 —12x—15=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=-—1 tai x=5
Vain nollakohta x =35 kuuluu vilille [2, 6].

Lasketaan funktion f arvo vélin péétepisteissé seké vilille kuuluvissa
derivaattafunktion nollakohdissa.

Tallennetaan funktion f* lauseke

x)=x>—6x2—15x+2
S (x) CAS-laskimeen.

f(2)=—-44 suurin

f(6)=-88
f(5)=-98 pienin

Vililld [2, 6] funktion f suurin arvo on —44 ja pienin —98.

b) Piirretddn funktion f kuvaaja vililla [2, 6].



AY X

N 1 2 3 4 5 6 >
1 |-
;; ‘\ y =|f(x)

\\

——
S o
o O

(5,98

Kuvaajan perusteella a-kohdassa tehdyt havainnot pitévit paikkaansa:
e suurin arvo —44, ja sen funktio saa kohdassa x =2
e pienin arvo —98, ja sen funktio saa kohdassa x =5.

Vastaus
a) suurin arvo —44, pienin arvo —98
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Tulo on

x2-y Stjoitetaan ¥ —3— x.
=x%-(3— %)

=3x% X3

Koska piste (x, y) on pisteiden (0, 3) ja (3, 0) vélissd, niin on
oltava 0 <x<3.

Pitdd siis madrittdd funktion f(x) = 3x? — x> suurin arvo suljetulla
vililld 0 <x < 3. Polynomifunktio saa suljetulla vélilla suurimman arvonsa
valin padtepisteessd tai vilille kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa.
Maédritetddn funktion f(x) = 3x? — x> derivaattafunktio.

f'(x)=3-2x —3x% = 6x —3x2

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

6x —3x2 =0
x-(6-3x)=0 Tulon nollasdanto.
x=0 tai 6—-3x=0 ‘—6
—3x=-6 ‘: -3
x=2

Molemmat nollakohdat kuuluvat vilille 0 <x < 3.

Lasketaan funktion f arvo vilin péétepisteissd ja vélille kuuluvissa
derivaattafunktion nollakohdissa.



f(x) =3x% —x3

f(0)=0
fB)=0
f(2)y=4 suurin

Tulon suurin mahdollinen arvo on 4.

Vastaus
4
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a) Funktion kulku paatellddn derivaattafunktion merkeistd. Méadritetddn
derivaattafunktio.

S(t) = —413 +30¢% + 225¢ + 300 Derivoidaan CAS-laskimella.
S'(t) = —12t> + 60t + 225

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

—12¢2 4+ 60t +225=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
t=-2,5 tai t=17,5

Laaditaan funktion S kulkukaavio. Derivaattafunktion S’ merkki voi
vaihtua vain nollakohdissa —2,5 ja 7,5. Pditelldan derivaattafunktion
merkit testaamalla.

S'(t) = —12£2 + 60t 4 225

S'(=5)=-375<0 —

5'(0) = 225> 0 +
S'10)=—-375<0  —

N A

Kulkukaavion mukaan mééra kéantyy laskuun 7,5 viikon kuluttua.

Lasketaan kannan suuruus 7,5 viikon kuluttua.

S(7,5) = 1987,5 ~ 2000 (yksiloa)



b) Lukumaéirén lisddntymisnopeus on méarin derivaatta
S'(¢) = —12t% + 60t +225.

Derivaatan S’(¢) = —12¢? + 60¢ + 225 kuvaaja on alaspéin aukeava

paraabeli, joten se saa suurimman arvonsa huipussa. Huipun sijainti
saadaan selville médrittdmén derivaatan derivaatan nollakohta.

Madritetddn derivaatan derivaatta.

S'(t) = —12t> + 60t + 225 Derivoidaan CAS-laskimella.
S"(t) = —24t + 60

Ratkaistaan nollakohta.

—24t+60=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
t=2,5

Kasvunopeus on suurimmillaan, kun ¢=2,5.
Lasketaan kasvunopeus ajanhetkelld 7= 2,5.

S'(2,5) = 300 (yksilo / viikko)

Vastaus
a) 7,5 viikon kuluttua, kannan suuruus 2000 yksiloa
b) 2,5 viikon kuluttua, kasvunopeus 300 yksilod/viikko
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Merkitddn poisleikattavan nelion T
sivun pituutta senttimetreiné :
kirjaimella x. 120 —
20 :
Laatikon pohja muodostuu ¢ __32-x ___ ]
suorakulmiosta, jonka sivujen :33
pituudet ovat 20 —x ja 32 —x. S -
Laatikon korkeus on x. 32

Muodostetaan funktio, joka ilmaisee laatikon tilavuuden.

V(x)=x-(20—x)(32 —x) Sievennetddn CAS-laskimella.
= x3 —52x2 + 640x

Sarmien pituuksien on oltava epénegatiivisia. Péitelldén tdmén perusteella

funktion V' maéérittelyehto.

x>0 20—x>0 32—x>0
x <20 x <32

On siis médritettévé kohta, jossa funktio V' saa suurimman arvonsa
vililld 0<x<20.

Madritelldéin CAS-laskimeen funktio V' (x) = x3 —52x% 4 640x.

Maéiritetddn laskimen Max-komennolla vililtd 0 <x <20 kohta, jossa
funktion V' arvo on suurin.

Laskin antaa kohdaksi x = 8.

Rasian tilavuus on suurin, kun poisleikattavan nelidn sivun
pituus x = 8 (cm).

Laatikon suurin tilavuus on 7 (12) = 2304 (cm?).



Muutetaan tilavuus litroiksi.

2304 cm? 1000 cm3 =1 dm?
= 2,304 dm? ldm®> =1L
=2,304L~23L

Tilavuus on suurin, kun poisleikattavan nelién sivun pituus on 8 cm.
Té&lloin rasian tilavuus on 2,3 litraa.

Vastaus
nelion sivun pituus 8 cm, rasian tilavuus 2,3 L
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Merkitdédn varjostimen pohjanelion sivun pituutta senttimetreina
kirjaimella x ja varjostimen korkeutta senttimetreind kirjaimella y.

1 —

Y

— —

T

Rautalankaa on kaytettdvissd 200 cm, joten sdrmien pituuksien summan
pitdd olla 200. Ratkaistaan muuttujan y lauseke.

8x 42y =200 Ratkaistaan muuttuja y CAS-laskimella.
y =100—4x

Muodostetaan funktio, joka ilmaisee sdrmion tilavuuden.

Vix)=x2-y Sijoitetaan y =100 — 4x.
= x2 . (100 — 4x) Sievennetdin CAS-laskimella.
= —4x3 +100x?

Sarmien pituuksien on oltava epinegatiivisia. Pditelldén tdmén perusteella
funktion V' maédrittelyehto.

x>0 ja y>0
100—4x>0
x <25

On siis méadritettdva funktion V suurin arvo suljetulla vilillda 0 <x <25.

Miiritelliin CAS-laskimeen funktio V' (x) = —4x> +100x2.



Maéiritetddn laskimen Max-komennolla véliltd 0 <x <25 kohta, jossa
funktion V' arvo on suurin.

Laskin antaa d4riarvokohdaksi x = 53—0 .

Suurin tilavuus saavutetaan, kun x = % Lasketaan sdrmion mitat.

50

pohjasdrmén pituus: x = 3 ~ 16,7 (cm)

50 _ 100

korkeus: y=100—-4-x=100—4 - 3 3

~ 33,3 (cm)

Sarmion tilavuus on mahdollisimman suuri, kun pohjasdrméin pituus on
16,7 cm ja kehikon korkeus 33,3 cm.

Vastaus
pohjasdrma 16,7 cm; korkeus 33,3 cm
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a) Appletin perusteella funktiolla f on maksimiarvo 5, kun a = 1.

1 ¥
12

Muuta vakion a arvoa. 1o

(1, 5)

Litkuta pistetta

2t — Gt + 9+

y=1(x)

b) Funktion f(x)= x> —6x? +9x+a kulku péitelldén
derivaattafunktion merkeista.

Madritetadn derivaattafunktio.

f(x)=x3—6x2>+9%x+a Derivoidaan CAS-laskimella.
f'(x)=3x*—-12x+9

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

3x2—-12x4+9=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=1 tai x=3

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktion f’ merkki voi

vaihtua vain nollakohdissa 1 ja 3. Pééitelldén derivaattafunktion merkit
testaamalla.



f'(x)=3x*—12x+9

f1(0)=9>0 +
f'@=-3<0 -

'®H=9>0 + X
Funktion f maksimikohta on x = o+ | -
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaar f | N

max
fMH=5 f(x)=x>—6x"+9% +a

13 —6-12 +9-1+ a = 5Ratkaistaan CAS-laskimella.

a=1

Funktiolla " on maksimiarvo 5, kun a=1.

Vastaus
a=1



5
fix) / \ |

Suurimman arvon funktio saa kohdassa x = 3.

b)
0 3

-2 5
fOol — + —
fix) \ / \

Suurimman arvon funktio saa kohdassa x = -2 tai kohdassa x = 3.
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a) Derivaattafunktion nollakohdat ovat x=-—4, x=-1, x=1 ja x=2.

Derivaattafunktion merkki positiivinen (kuvaaja x-akselin yldpuolella),
kun 4<x<-1 tai 1 <x<2.

Derivaattafunktion merkki on negatiivinen (kuvaaja x-akselin
alapuolella), kun x<—4 tai -1 <x<2 tai x>2.

Laaditaan funktion f kulkukaavio.

Funktiolla " on minimikohdat x=—4 ja x=1.

Funktiolla f* on maksimikohdat x =—1 ja x = 2.

b) Funktio f on aidosti kasvava vililld —4 < x <-1. Koska molemmat
luvuista =3 ja —2 kuuluvat télle vilille, on funktion arvo f(-2)
suurempi.

Vastaus
a) maksimikohdat x=-1 ja x =2;
minimikohdat x=—4 ja x=1

b) /(-2)



Al.
a) f(x)=—x*+5x+1
fB)=-3*+53+1=-65
b) f'(x)=—4x>+5-14+0
=—4x3 +5
f'3)=-4-3>+5=-103
Vastaus

a) —65
b) —103



A2.

a)

b)

6—4x<x+1 ‘—6—x
—4x—x<1-6
—5x< -5 (=5 <0
x>1

X2 15x-4>0

Ratkaistaan funktion f(x) = —x% 4 5x —4 nollakohdat.

—x2+5x—-4=0

_ —5 52— 4 (=) (—4) _ =549 _ —5+3
2-(=1) ) -2

_ =543 -2 - —5-3_ -8 _

x= ) —_2—1 tar x = > —_2—4

Tapa 1. Péitelldén funktion f(x) = —x? 4 5x —4 merkit testaamalla.

Polynomifunktion f* merkki voi vaihtua vain nollakohdissa 1 ja 4.
Nollakohdat jakavat lukusuoran kolmeen osaan. Lasketaan kultakin
osavaliltd yksi funktion f arvo.

f(0)=-02+50-4=—-4<0 -
f(2)=-22+52-4=2>0 +
f(5)=-52+55-4=-4<0 —

Laaditaan funktion f" merkkikaavio.
1 4
j' [’ T ) — + —

Funktion f(x) = —x? +5x—4 arvo on positiivinen, kun 1< x < 4.



Epdyhtild —x? 4+ 5x—4 >0 toteutuu, kun 1< x < 4.

Tapa 2. Péitelldén funktion f(x) = —x? 4 5x —4 merkit kuvaajan
avulla.

Funktion f(x)= —x? 4+ 5x —4 kuvaaja on alaspiin aukeava
paraabeli, jonka nollakohdat ovat 1 ja 4.

- /1 4\_

Funktion f(x)= —x? +5x—4 arvo on positiivinen, kun 1< x < 4.

Epdyhtild —x? 4+ 5x—4 >0 toteutuu, kun 1< x < 4.

Vastaus
a) x>1
b) I<x<4



A3.

Maédritetddn funktion f(x) = x> —2x? +3x+17 derivaattafunktio.
fl(x)=3x*—=2-2x+3-1+0
=3x? —4x+3
Madritetddn kohdat, joissa derivaatta saa arvon 2.
[l =2
3x2 —4x+3=2 |2
3x2 —4x+1=0

x:—QAytﬁ:57j13:¥:4iJZ:4i2
6

2.3 6
442 6 .. . _4-2 2@ 1
x—6—6—1talx—6—6 =3
Vastaus
x=1 ja x=1

3



Ad4.

a) Tama ratkaisu on tehty GeoGebraa kayttden.

Piirretdédn funktion kuvaaja kirjoittamalla syottokenttdan
f(x)=x>4+6x+5.

Lisétdaan kuvaajalle pisteet kohtiin x =-2 ja x =-1 kirjoittamalla
syottokenttddn (-2, f(-2)) ja (-1, f(-1)).

Piirretddn pisteiden kautta suora ja mééritetdén sen kulmakerroin.

/

flz) = 2> +H62+5

Funktion arvojen keskiméérdinen muutosnopeus vililla —2< x< -1
on 3.

b) Lisétddn kuvaajalle piste kohtaan x =-2 Kkirjoittamalla syottokenttdén

(=2, /i=2)).



Piirretddn tdhén pisteeseen tangentti kdyttden Tangentit-toimintoa.

Funktion arvojen hetkellinen muutosnopeus kohdassa x = -2
on 2.

Vastaus
a) 3
b) 2



AS.

a) Lasketaan funktion m(¢) = —0,0032¢3 4-0,072¢> arvot
hetkilld 1=6 ja ¢t=15.

m(6) = —0,0032- 63 +0,072-6% ~ 1,9 (g)
m(15) = —0,0032-153 +0,072-15% ~ 5,4 (g)

Kasvin paino 6 viikon kuluttuaon 1,9 g ja 15 viikon kuluttua 5,4 g

b) Kasvin painon muutosnopeuden ilmaisee funktion m(¢)
derivaattafunktio m’(¢) .

m(t) = —0,0032¢3 4 0,072¢2

Derivoidaan CAS-laskimella.
m'(t) = —0,00961% + 0,144¢

Lasketaan derivaattafunktion arvot hetkilld t=6 ja t=15.

m'(6) = —0,0096- 62 + 0,144 6 ~ 0,52 (g / viikko)
m'(15) = —0,0096-15% + 0,144 -15 ~ 0 (g / viikko)

Kasvin paino kasvaa 6 viikon kuluttua nopeudella 0,52 g/viikko
ja 15 viikon kuluttua nopeudella 0 g/viikko.

Vastaus
a) 1.9g ja S4g
b) 0,52 g/viikko ja 0 g/viikko



A6.

Hahmotellaan tilannetta piirtdiméalld kuva geometriaohjelmalla.

(1, 6)

pla) = 2* +5x

Lasketaan funktion p kuvaajan pisteen y-koordinaatti kohdassa x = 1.

p(x) = x> +5x
pH)=1P+5.1=6

Tangentti kulkee pisteen (1, 6) kautta.

Maédritetddn funktion p derivaatta kohdassa x=1.

p'(x)=3x>+5
p)=3-1'+5=38

Tangentin kulmakerroin on 8.

Muodostetaan tangentin yht&lo.



y—6=8(x—1)
y—6=8x—8
y=8x—-2

Vastaus
y=8x—2



AT.

a) Funktion kulku paitellddn derivaattafunktion merkeista.
Maédritetddn derivaattafunktio.

f(x)= %x3 + %xz —2x Derivoidaan CAS-laskimella.

flx)y=x>+x-2
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

X2 4+x-2=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=-2 tan x=1

Derivaattafunktion f’ merkki voi vaihtua vain nollakohdissa

-2 ja 1. Péitellddn derivaattafunktion f’ merkit testaamalla.

flx)=x*+x-2

fl=3)=4>0 +
floy=-2<0 -
fl2)=4>0 +

Laaditaan kulkukaavio.
-2 1
+ - +
= |~ | —

max min

f(x)
[(x)

Funktio f on kasvava vileilld x <-2 ja x> 1
ja véheneva vililla -2 <x <1.

b) Funktion f maksimiarvo on



N L2 2. (2210
fED—§{2P+2(2V 2:(=2)=73
ja minimiarvo

Ll 2 _rqo_T7
SO =3P 5P -21=—.

Vastaus
a) kasvava vililld x <-2 javililld x> 1, viheneva vililld -2 <x<1
b) maksimiarvo f(—2)= ? , minimiarvo f(1) = —%



AS8.

Kéytetddn kuvan merkintdja.

12 cm

12 — = &€

Muodostetaan funktio, joka ilmaisee tummennettujen osien pinta-alan.

Ax)=(12—-x)8—x)+x-x Sievennetddn CAS-laskimella.
= 2x% —20x + 96

Nelion sivun pituuden x on oltava epédnegatiivinen ja toisaalta mahduttava
suorakulmion sisddn. Siten 0 < x <8.

On siis médritettdva funktion 4 pienin arvo vélilldi 0 < x <8.
Miéiritellidin laskimeen funktio A(x) = 2x2 — 20x + 96.

Madritetdédn laskimen Min-komennolla vililta Min(A,0,8)
0 < x <8 kohta, jossa funktion 4 arvo on pienin. fMin(A(x),x,0,8)

Laskin antaa kohdaksi x = 5.

Tummenettujen osien pinta-ala on pienin kun nelién sivun pituus on 5 cm.

Vastaus
5 cm



A9.

a) Kauppias maksaa kahvipaketista 3,80 euroa. Jos kahvipaketin
myyntihinta on 5,00 euroa, kauppias saa yhdelta paketilta voittoa 1,20
euroa.

Jos kahvipaketin myyntihinta nousee 0,10x euroa, kauppias saa yhdelta
paketilta voittoa 1,20 + 0,10x euroa.

Kootaan tiedot taulukkoon.

Voitto Myynti | PiAivimyynnin voitto

© (kpl) ©
Alussa 1,20 240 1,20 - 240
Muutoksen | 1,20 + 240 — (1,20 + 0,10x)(240 — 15x)
jilkeen 0,10x 15x

Muodostetaan funktio, joka ilmaisee pdivimyynnin voiton euroina.

f(x)=(1,20+0,10x)(240 —15x) Sievennetiddn CAS-laskimella.
= —1,5x% + 6x + 288

Voiton ja myynnin on oltava epénegatiivisia. Padtellddn tdmén
perusteella funktion f méérittelyehto.

1,204+ 0,10x >0 ja240—15x >0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x>—12 x <16

On siis médritettdva funktion f suurin arvo vélilld —12 < x <16.

Madritelldén laskimeen funktio f(x) = —1,5x% 4 6x + 288.

Maidritetddn laskimen Max-komennolla vililtd Max(f,—12,16)
—12 < x <16 kohta, jossa funktion f arvo on fMax(f(x),x,~12,16)
suurin.

Laskin antaa kohdaksi x = 2.



Funktion f suurin arvo on f(2) = 294.

Péivimyynnisté saatava voitto on siis 294 euroa.

Lasketaan kahvipaketin myyntihinta. Hinta nousi 0,10x euroa, joten
myyntihinta on 5,00 + 0,10 - 2=15,20 euroa.

b) Kauppias maksaa kahvipaketista 3,40 euroa. Jos kahvipaketin

myyntihinta on 5,00 euroa, kauppias saa yhdelté paketilta voittoa 1,60
euroa.

Voitto Myynti | Piivimyynnin voitto

© (kpl) ©
Alussa 1,60 240 1,60 - 240
Muutoksen | 1,60 + 240 - (1,60 +0,10x)(240 —15x)
jilkeen 0,10x 15x

Muodostetaan funktio, joka ilmaisee pdivimyynnin voiton euroina.

f(x)=(>1,60+0,10x)(240 —15x) Sievennetidin CAS-laskimella.
=—1,5x% +384

Voiton ja myynnin on oltava epanegatiivisia. Paételldidn timén
perusteella funktion f méérittelyehto.

1,60 +0,10x >0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x>—16

On siis méadritettdva funktion f suurin arvo vélilldi —16 < x <16.

Madritelldén laskimeen funktio f(x) = —1,5x2 + 384.

Mairitetddn laskimen Max-komennolla valilta Max(f,—~16,16)
—16 < x <16 kohta, jossa funktion f arvo on fMax(f(x),x,~16,16)
suurin.



Laskin antaa kohdaksi x = 0.

Funktion f suurin arvo on f(0) = 384.

Paivimyynnisté saatava voitto on siis 384 euroa.

Lasketaan kahvipaketin myyntihinta. Hinta nousi 0,10x euroa, joten
myyntihinta on 5,00 + 0,10 - 0=15,00 euroa.

Vastaus
a) hinta 5,20 euroa, voitto 294 euroa
b) 5,00 euro



A10.

Funktion kulku paatelladn derivaattafunktion merkeista.
Maéiritetddn derivaattafunktio.

f(x)=x3—9x2 +15x +a
fl(x)=3x2—-9-2x+15-1+0
=3x2 —18x+15

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

3x2 —18x+15=0

C (18) (182 —4-3-15 134 a4 18412
X = 2.3 B 6 N 6

_18+12 . _18—-12
== =5 tal x= ¢ =1

X

Derivaattafunktion f’ merkki voi vaihtua vain nollakohdissa

1 ja 5. Piitelldéin derivaattafunktion f’ merkit testaamalla.

f(x) =3x> —18x+15
fl0)=15>0  +

f'(2)=-9<0
fl)=15>0  +

Laaditaan kulkukaavio.
1 5

+ [ -]+

max min

f(x)
f(x)

Funktion maksimarvo on



fO=1P-9.12+15-1+a=7+a.
Toisaalta maksimiarvon tulee olla 10. Ratkaistaan vakio a.

T4+a=10 |-7

a=3
Funktion minimiarvo on
f(5)=5-9-52+15-5+3=-22.

Vastaus
22



B1.

a) Tapa 1. Kéytetdédn tulon nollasaantoa.

(x+3)(2x-1)=0
x+3=0 tai 2x—1=0
x=-3 2x =1

1
=2

Tapa 2. Kéytetddn ratkaisukaavaa.

Sievennetddn funktion lauseke.

f(x)=((x+3)2x—1)
=2x2 —x+6x—3
=2x2+5x—3

Ratkaistaan funktion nollakohdat.

2x2 4+5x—-3=0

Lo OES—42:(23) 5449 _ 547

2-2 4 4

_=S5+7 2 1 . -z _
= ) =1=7 tai x 3

X

b) Sievennetddn funktion lauseke.

fx)=(x+3)(2x—-1)
=2x2 —x+6x—3
=2x24+5x-3

Madritetadn derivaattafunktio.



fl(x)=2-2x+5-1-0
=4x+5

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

dx+5=0
dx = -5
__5
YTy
Vastaus

= 3t x= L
a) x= 3talx—2

-3
b) x= 4



B2.

a) f(x)>0
5-x>0 |-5
—x>-5 [(-D)<0
x <5

b) Ratkaistaan funktion f(x) = x> —8x +12 nollakohdat.

x2—8x+12=0

(-8 k(-8 —4-1-12 g+ 16 844
= 2-1 ~ 2 T2

_84+4 _ . 8—4
x—i2 =6 ‘[aux—i2 =2

Tapa 1. Péitelldén funktion f(x) = x> —8x +12 merkit testaamalla.

Polynomifunktion f* merkki voi vaihtua vain nollakohdissa 2 ja 6.
Nollakohdat jakavat lukusuoran kolmeen osaan. Lasketaan kultakin
osavaliltd yksi funktion f arvo.

f(0)=02-8-0+12=12>0 -+
f(3)=3>-83+12=-1<0 -
£(10)=102—-8-10+12=32>0 -

Laaditaan funktion f" merkkikaavio.
2 6

@+ | - |+

Funktion f(x)= x> —8x 412 arvo on positiivinen,
kun x <2 tai x> 6.



Tapa 2. Péitelldén funktion f(x) = x> —8x +12 merkit kuvaajan

avulla.

Funktion f(x)= x> —8x 412 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli,
jonka nollakohdat ovat 2 ja 6.

Funktion f(x)= x> —8x 412 arvo on positiivinen,
kun x <2 tai x> 6.

Vastaus
a) x<5
b) x<2 tai x>6



B3.

Polynomifunktio f(x) = —x> —9x2 4+ 60 saa suljetulla vililld
—9 < x < —1 suurimman ja pienimmén arvonsa vélin padtepisteessd tai
vilille kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa.

Madritetadn derivaattafunktio.

f(x)=—-3x2-9-2x+0

= —3x%2 —18x

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

S1(x)=0
—3x2—18x=0
—3x(x+6)=0
—3x=0 tai x+6=0

x=0 x=-6

Vain nollakohta x =—6 kuuluu vilille —9 < x < —1.

Lasketaan funktion f arvo vélin péétepisteissé ja vilille kuuluvassa
derivaattafunktion nollakohdassa.

f(x)=—x3—9x% + 60

£(=9)=—(=9)> —9-(—9)?> + 60 = 60 suurin
(=) =—(=1=9-(=1)2 + 60 = 50

f(=6) = —(—6)> —9-(—6)2 + 60 = —48 pienin

Vililldi —9 < x < —1 funktion f suurin arvo on 60 ja pienin arvo —48.

Vastaus
suurin arvo 60, pienin arvo —48



B4.

a) Tama ratkaisu on tehty GeoGebraa kayttden.

Piirretdédn funktion kuvaaja kirjoittamalla syottokenttdan
13 1.2
f(x)—6x i 3x+1.

Lisatdén kuvaajalle piste kohtaan x =0 kirjoittamalla sy6ttokenttddn

(0, /0)).

Piirretddn tdhén pisteeseen tangentti kiyttden Tangentit-toimintoa.
Madritetdén tangentin kulmakerron Kulmakerroin-toiminnolla.

Funktion f derivaatta kohdassa 0 on -3.

b) Lisitdédn funktion kuvaajalle liikuteltava piste Piste objektilla-
toiminnolla. Piirretddn tdhén pisteeseen tangentti ja madritetddn sen
kulmakerroin.



Liikutetaan pistettd pitkin kuvaajaa kohtaan, jossa tangentin
kulmakerroin on nolla.

L+ =]

\1 i -
-

Funktion f derivaatta on nolla kohdissa x=-2 ja x=3.

Vastaus

a) f(0)= 3
b) x=-2 ja x=3



BS.

Funktion kulku paatelladn derivaattafunktion merkeista.
Maéiritetddn derivaattafunktio.

f(x) = x> +x% —8x 41000000000 Derivoidaan CAS-laskimella.
f(x)=3x* +2x—8

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

3x242x—8=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

. 4
E—) _
X = tai x—3

Derivaattafunktion f’ merkki voi vaihtua vain nollakohdissa

-2 ja % Piitelldin derivaattafunktion f’ merkit testaamalla.
f(x)=3x% +2x-38
f(-3)=13>0 +
fl0y=-8<0 —
f(2)=8>0 +

Laaditaan kulkukaavio.

4
-2 3
NN E:
() — || —
max  min

Funktio f on aidosti kasvava vililld x < -2 javélilld x> % ja aidosti

4

vaheneva vililla —2<x < 3



Luvut —1,999 998 ja —1,999 997 kuuluvat vilille —2 <x < 4 missd

3 b
funktio f on aidosti vdheneva.

Koska —1,999 998 on pienempi kuin —1,999 997,
niin f{—1,999 998) on suurempi kuin f{—1,999 997).

Vastaus
aidosti kasvava vililld x < -2 javililld x > %,

4

b

aidosti viaheneva vililla —2 <x <

£(=1,999 998) on suurempi



Be6.

Paraabeli y = —x? 4+ bx +c¢ on funktion f(x) = —x? +bx+c kuvaaja.
Funktion f derivaatta on nolla paraabelin huipun kohdalla.
Paraabelin huippu on pisteessd (2, 1), joten f’(2) = 0.

Madritetadn derivaattafunktio.
fl(x)=-2x+b

Ratkaistaan vakio b.

f'(2)=0
—-2-24+b=0 Ratkaistaan CAS-laskimella
b=4

Siis  f(x) = —x?>+4x+c.

Paraabelin huippu on pisteessd (2, 1), joten f(2)=1.
Ratkaistaan vakio c.

f(2)=1
—2244.24c¢c=1 Ratkaistaan CAS-laskimella.
c=-3
Vastaus

b=4ja c=-3



B7.

Olkoon x> 0. Tehtdvdnd on madrittdd funktion
f(x)=10+x> —x3
suurin mahdollinen arvo.

Funktion kulku paatelladn derivaattafunktion merkeista.
Madéritetdan derivaattafunktio.

f(x) = 2x —3x?
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2x—=3x2=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

_ o2
x=0 tai x= 3
Derivaattafunktion f " merkki voi vaihtua vain nollakohdissa

0 ja % Pidtellddn derivaattafunktion f’ merkit testaamalla.

f(x) =2x—3x2
fl-)=-5<0 -
1y 1
f(g)—§>0 +
ffH=-1<0 -

Laaditaan kulkukaavio.

0 3
)| = + —
Fla) | S | | ™




Funktion f suurin arvoon f (%) =10 —|—(

Vastaus

274
27



BS.

a) Huoltoasema maksaa kanisterista 3,50 euroa. Jos kanisterin
myyntihinta on 9,90 euroa, huoltoasema saa yhdeltd kanisterilta voittoa
6,40 euroa.

Myyntihintaan 9,90 euroa siséltyy kaksi 50 sentin suuruista
hinnankorotusta. Viikkomyynti on 760 —2 - 35 =690 kanisteria.
Viikkomyynnin voitto on 6,40 - 690 = 4416 euroa.

b) Huoltoasema maksaa kanisterista 3,50 euroa. Jos kanisterin
myyntihinta on 8,90 euroa, huoltoasema saa yhdelté kanisterilta voittoa
5,40 euroa.

Jos kanisterin myyntihinta nousee 0,50x euroa, huoltoasema saa
yhdelti kanisterilta voittoa 5,40 + 0,50x euroa.

Voitto Viikko- | Viikkomyynnin
©) myynti | voitto (€)
(kpl)
Alussa 5,40 760 5,40 - 760
Muutoksen | 5,40 + 760 — (5,40 + 0,50x)(760 — 35x)
jilkeen 0,50x 35x

Muodostetaan funktio, joka ilmaisee viikkomyynnin voiton euroina.

f(x)= (5,40 + 0,50x)(760 — 35x) Sievennetddn CAS-laskimella.
= —17,5x% +191x + 4104

Voiton ja myynnin on oltava epénegatiivisia. Padtellddn tdmén
perusteella funktion f maérittelyehto.

5,40+ 0,50x >0 ja 760 —35x >0
x>—-10,8 x <217

¢) On maédritettdva funktion f suurin arvo valilla —10,8 < x <21,7.



Maéiritelldin laskimeen funktio f(x) = —17,5x% +191x + 4104.

Mairitetddn laskimen Max-komennolla valilta Max(f,-10.8,21.7)
—10,8 < x < 21,7 kohta, jossa funktion f arvo on fMax(f(x),x,~10.8,21.7
suurin.

Laskin antaa kohdaksi x ~ 5,457.

Lasketaan kanisterin myyntihinta. Hinta nousi 0,50x euroa, joten
myyntihinta on 8,90 + 0,50 - 5,457 = 11,60 euroa.

Vastaus
a) 4416 euroa
b) f(x)=(5,40+0,50x)(760 —35x)

=—17,5x% +191x + 4104
¢) 11,60 euroa



B9.

Merkitdan padtynelion sivun pituutta metreind kirjaimella x
ja vajan pituutta kirjaimella y.

Kiskoa on 72 m. Ratkaistaan muuttujan y lauseke.

6x+4y="72 Ratkaistaan CAS-laskimella.
y=18—1,5x

Muodostetaan funktio, joka ilmaisee vajan tilavuuden.

Vix)=x-x-y y=18—-1,5x
= x2(18 —1,5x) Sievennetddn CAS-laskimella.
=18x2 —1,5x3

Sivujen pituuksien on oltava epinegatiivinen. Pédtelldén timén perusteella
funktion V' maédrittelyehto.

x>0 ja y>0 y=18—1,5x
18—1,5x>0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x <12

On siis médritettdva funktion 7 suurin arvo véalillda 0 < x <12.

Mairitelldén laskimeen funktio V' (x) = 18x2 —1,5x3.

Madritetddn laskimen Max-komennolla valilta Max(V,0,12)
0 < x <12 kohta, jossa funktion 4 arvo on fMax(V(x),x,0,12)
suurin.

Laskin antaa kohdaksi x = 8.

Funktion V suurin arvo on V(8) = 384.

Lasketaan muuttuja y.



y=18—1,5x=18—1,5-8=6

Vajan péitynelidn sivun pituus on 8 m ja vajan pituus on 6 m.
Vajan tilavuus on 384 m’.

Vastaus

paidtynelion sivun pituus 8 m,
vajan pituus on 6 m,

vajan tilavuus 384 m*



B10.

Hahmotellaan tilannetta piirtdiméalld kuva geometriaohjelmalla.

K=2x+4

Ratkaistaan kdyrien leikkauspisteen x-koordinaatti.

X2 4+4x+5=—x>+43 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=-1

Koska yhtél6lld on vain yksi ratkaisu, kéyrilld on vain yksi yhteinen piste.
Lasketaan leikkauspisteen y-koordinaatti.
y=x?+4x+5=(-D)2+4-(-D)+5=2

Kaéyrien leikkauspiste on (-1, 2).

Leikkauspisteeseen piirretyn tangentin kulmakerroin on funktion
f(x)=x%>+4x+5 derivaatta kohdassa —1.



fl(x)=2x+4
fl=D)=2-(-)+4=2

Tangentin kulmakerroin on 2.

Muodostetaan tangentin yhtalo.

y—2=2(x—-(=1)
y=2x+4

Vastaus
y=2x+4

Ratkaistaan y CAS-laskimella.
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